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Аннотация. Рассмотрена оригинальная модификация метода направленной кристаллизации в виде много-
кассетного процесса, которая обладает сравнительной простотой и высокой производительностью. Основой 
исследования послужили отечественные патенты и технологические исследования, проводимые в Националь-
ном исследовательском технологическом университете «МИСиС». В результате были разработаны матема-
тические модели многокассетного метода, позволяющие как трехмерный радиационно−кондуктивный анализ 
тепловых процессов во всем объеме теплового узла, так и двумерный анализ конвективно−кондуктивного 
теплообмена в отдельной кассете. Проведенные на их основе параметрические расчеты были нацелены на 
выявление роли расположения и размеров компонентов теплового узла в формировании теплового поля в 
кассетном блоке; установление влияния вертикальной однородности подвода тепла к кассетному блоку и 
скорости снижения мощности нагрева в процессе кристаллизации пластины на изменение формы фронта 
кристаллизации; а также определение влияния малых перекосов в конструкции кассеты и нарушения одно-
родности охлаждения ее донной части на возникновение конвекции и асимметричного теплопереноса. При-
менение модели кондуктивно−радиационного теплообмена для всей конструкции теплового узла позволило 
провести параметрические расчеты, на основе которых проанализировано влияние компонентов конструкции 
теплового узла, их расположения и температуры на условия теплообмена на границах кассетного блока. На 
основе кондуктивно−конвективной модели в ростовой кассете определено, что асимметрия конструкции и 
граничных тепловых условий, а также неустойчивый вертикальный градиент температуры приводят к воз-
никновению конвективных вихрей и существенному отклонению фронта кристаллизации от плоской формы. 
Расчеты по модели конвективного массообмена показали, что увеличение на порядок скорости кристалли-
зации расплава значительно увеличивает поток теллура в кристалл, тем самым существенно изменяя со-
став расплава вблизи фронта кристаллизации и, таким образом, являясь потенциальной причиной начала 
дендритного роста. Достоверность результатов расчетов проверялась на ряде тестов, в которых анализиро-
валось влияние тепломассопереноса на форму фронта кристаллизации при скоростях охлаждения кассеты, 
соответствующих данным процессов по выращиванию поликристаллов теллурида висмута.
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Введение
К настоящему времени разработан ряд методов 
получения объемных термоэлектрических (ТЭ) ма-
териалов. Большинство из них включает компакти-
рование порошков разными способами, в том числе 
получение ультрадисперсных порошков методом 
газовой конденсации в атмосфере инертного газа 
[1] или плазмохимическим методом [2], химическим 
синтезом [3] c последующим искровым плазменным 
спеканием [4], а также измельчением порошков в ша-
ровой мельнице [5]. До сих пор существуют проблемы 
в развитии этих методов, связанные с сохранением 
некоторой остаточной пористости при компактиро-
вании, загрязнением образцов при подготовке по-
рошков или их консолидации и увеличении геоме-
трических размеров получаемых образцов. Задачи 
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методов интенсивной пластической деформации [6] 
связаны с формированием наноструктур в массив-
ных образцах и заготовках путем измельчения их 
микроструктуры до наноразмеров. В работе [7] пред-
ложен способ литья пластины. Противолежащие 
грани литой пластины из материала состава АVВVI 
параллельны. Такая пластина обладает слоистой 
структурой, образующей, по крайней мере, две ма-
трицы плоскостей спайности, разориентированные 
относительно друг друга так, что плоскости спай-
ности первой матрицы наклонены как по отноше-
нию к плоскостям спайности второй матрицы, так и 
по отношению к базовым поверхностям пластины. 
Наличие в структуре материала пластины, полу-
ченной методом литья, двух разориентированных 
матриц плоскостей спайности вызывает проблемы 
при разрезании пластины на прямоугольные бру-
ски, поскольку неизвестно направление ориентации 
плоскости реза относительно как двух матриц спай-
ности, так и ее базовых поверхностей.
Цель данного исследования — модификация ме-
тода Бриджмена в виде процесса кассетной кристал-
лизации пластин. В работе [8] описан такой метод 
направленной кристаллизации для выращивания 
кристаллических пластин на основе твердых рас-
творов теллурида висмута. Полученные пластины 
затем разрезают на части в направлении, перпенди-
кулярном к их базовым поверхностям. При этом обе-
спечивается высокая механическая прочность, но 
имеется существенная разориентация плоскостей 
спайности. Этот метод получил развитие в работе [9], 
в которой предложен способ выращивания методом 
направленной кристаллизации кристаллической 
пластины с более совершенной кристаллической 
структурой, имеющей меньшие углы разориентации 
плоскостей спайности за счет более эффективного 
управления ориентацией плоскостей спайности как 
на стадии зарождения кристаллов, так и в процессе 
роста.
Прикладные аспекты исследования включали 
следующее: 
− поиск новых научно−обоснованных подходов 
для усовершенствования конструкции ростового 
узла и выбора более высокоскоростных режимов 
охлаждения, обеспечивающих бездендритную кри-
сталлизацию расплава теллурида висмута;
− выявление потенциальных негативных тепло-
физических факторов, связанных с радиационно−
кондуктивным теплообменом в объеме ростового 
узла и конвективно−кондуктивным теплообменом в 
отдельной ростовой кассете, которые влияют на про-
цесс кристаллизации, ТЭ и прочностные свойства 
выращиваемых пластин теллурида висмута.
Эмпирические исследования, включавшие вы-
ращивание пластин и исследования структуры, ТЭ 
и механических свойств, были проведены ранее в 
работе [10]. В работе [11] на основе математического 
моделирования выполнен сравнительный анализ 
двух основных технологических подходов для по-
лучения ТЭ материалов на основе теллурида вис-
мута: равноканального углового прессования [12] 
и кассетной кристаллизации методом Бриджмена. 
Рассмотрено влияние конструктивных особенностей 
и температурных режимов на процессы пластиче-
ского формования и кристаллизации.
Математическое моделирование процесса кри-
сталлизации рассмотрено в работе [13] с учетом 
фазовых изменений, согласно фазовой диаграмме 
многокомпонентного материала в твердой и жидкой 
фазах. При этом предполагалось, что проницаемость 
двухфазной зоны изотропна и зависит не только от 
ее пористости, но и от геометрии пористой среды. В 
частности, путем введения некого эмпирического 
параметра задавалось расстояние между ветвями 
дендритов и использовалась известная формула 
Козени−Кармана по аналогии между пористой сре-
дой и системой параллельных проводящих капил-
лярных каналов [14].
Основой методического подхода в данной работе 
является математическое моделирование тепловых 
процессов, происходящих в процессе кассетной кри-
сталлизации. С этой целью разработаны математи-
ческие модели. Одна из них учитывает особенности 
тепловых процессов во всем объеме теплового узла, 
другие отвечают за тепловые и массообменные про-











Рис. 1. Функциональная схема теплового узла для кассетно-
го метода Бриджмена, использованная для разработки 
глобальной тепловой модели: 
1 — водоохлаждаемая камера; 2 — резистивный на-
греватель; 3 — камера для плавления и конвективной 
гомогенизации исходной смеси; 4 — камера с кристал-
лизационными кассетами; 5 — трубки для переливания 
расплава из плавильной камеры в кассеты кристаллиза-
ционной камеры; 6 — охлаждаемая плита
Fig. 1. Functional schematic of heating unit for cassette Bridgman 
method used for global thermal model development: 
(1) water−cooled chamber, (2) resistive heater, (3) charge 
melting and convective homogenization chamber, (4) 
chamber with crystallization cassettes, (5) tubes for melt 
supply from melting chamber to crystallization chamber 















геометрию теплового узла, целесообразно исполь-
зовать для расчета тепловых граничных условий, 
которые задаются в другой более простой геометри-
ческой модели для отдельной кассеты.
Схема модели для тепловых и массообменных 
процессов в отдельной кассете представлена на 
рис. 2. Кассета состоит из графитового корпуса I, 
в котором имеется ряд полостей: основная полость 
с кристаллизующимся расплавом II, полость для 
затравки кристалла III, каналы для заливки рас-
плава IV и отверстия для сборки кассет в блоки V. 
Габаритные размеры отдельной кассеты (x × y × z): 
4,4 × 6 × 1,3 см3.
Исходный расплав заполняет кассету между 
двумя узкими пластинами из графита, вдоль ко-
торых создают градиент температур. Преимуще-
ство этого метода заключается в том, что возможно 
использовать одновременно большое количество 
щелевых прослоек между графитовыми пласти-
нами и тем самым получать большое количество 
ТЭ−пластин за один процесс кристаллизации. По-
ликристаллы, получаемые таким способом, обла-
дают более высокой механической прочностью, чем 
монокристаллы, при этом их электрофизические 
свойства близки к монокристаллам [9]. В ходе про-
цесса можно управлять скоростью кристаллизации 
за счет регулирования градиента температуры, что, 
в свою очередь, влияет на форму фронта кристал-
лизации (ФК). Экспериментально установлено, что 
плоский фронт приводит к текстуре, наиболее эф-
фективной с точки зрения анизотропии структуры 
теллурида висмута. Однако значительное искрив-
ление ФК вызывает существенную разориентацию 
зерен получаемого поликристалла.
Ниже представлены результаты разработки 
теоретико−методического подхода для анализа 
процессов тепломассопереноса при кассетной кри-
сталлизации. Этот подход был реализован в виде 
трех математических моделей, используемых в со-
пряжении по ключевым входным−выходным пара-
метрам: кондуктивно−радиационного теплообмена 
для всей конструкции теплового узла, кондуктив-
но−конвективного теплообмена в ростовой кассете 
и конвективного массообмена в двухкомпонентном 
расплаве висмута и теллура. Программная реализа-
ция этих математических моделей была выполнена 
на основе методов конечных разностей и конечных 
элементов с использованием программного комплек-
са CrystmoNet [15].
Моделирование тепловых процессов 
в объеме ростового узла
Трехмерная модель ростового узла разработа-
на на основе метода конечных элементов. Схема и 
основные конструктивные элементы ростового узла 
приведены на рис. 3.
Рис. 2. Схема кассеты: 
I — графитовый корпус; II—IV — полости с кристаллизую-
щимся материалом (основной объем II, полость для за-
родыша кристалла III, каналы для заливки расплава IV); 
V — отверстия для сборки кассет в блоки.
T1, T2 — начальная и конечная температуры, соответству-
ющие показанным линейным температурным профилям 
на боковой стенке кассеты в начале, середине и конце 
процесса кристаллизации 
Fig. 2. Cassette schematic: I graphite case, II–IV cavities with 
crystallizing material (main volume II, crystal seed cavity 
III and melt pouring channels IV) and V mounting holes 
for cassette assembly into units. T1 and T2 are the initial 
and final temperatures corresponding to illustrated linear 
temperature profiles for cassette side wall at early, middle 
and final crystallization stages
Схема теплового узла кассетного метода [8, 9] 
представлена на рис. 1. Согласно этой схеме, в во-
доохлаждаемой камере 1 в продольном направлении 
размещены пластины резистивного нагревателя 2. 
Между пластинами нагревателя находится верхняя 
камера 3 для плавления и конвективной гомогени-
зации исходной смеси, которая соединена с каме-
рой 4, содержащей кристаллизационные кассеты. 
Через трубки 5 расплав одноразово переливается 
из плавильной камеры в кристаллизационные кас-
сеты, которые расположены на массивной охлаж-
даемой металлической плите 6, лежащей на дне 
водоохлаждаемой камеры 1. После слива расплава 
в кристаллизационных кассетах возникает верти-
кальный градиент температуры, кристаллизация в 
кассетах начинается за счет понижения мощности 
резистивного нагревателя. Темп понижения мощ-
ности определяет скорость кристаллизационного 
процесса и подлежит оптимизации для обеспечения 
нужного качества кристаллической пластины. Эту 
математическую модель, учитывающую полную 
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Геометрия расположения элементов конструк-
ции достаточно сложная. В тепловом узле радиаци-
онный нагрев блока кассет от резистивного нагрева-
теля играет значительную роль. В его комплектацию 
обычно входит ряд материалов, отличающихся 
своими теплофизическими свойствами (таблица). 
Теплофизические свойства взяты из работ [16—18]. 
Температуры солидуса Ts = 863 К и ликвидуса Tl =
= 865 К выбраны по диаграмме состояния системы 
Bi2Te3 — Sb2Te3 [19].
Пластины нагревателя 2 излучают тепло к 
кассетному блоку 3. Тепло кондуктивно стекает 
на лежащую под кассетами металлическую под-
ставку. Весь этот нагревательный узел находится 
в замкнутой камере 1, внешняя граница оболочки 
которой поддерживается на уровне комнатной тем-
пературы за счет постоянной циркуляции воды в 
этой оболочке.
Габаритные размеры компонент теплового 
узла (x × y × z) следующие: камера 27 × 13,5 × 14 см3; 
нагреватель 1 × 9 × 9 см3; кассетный блок 4,4 × 6 ×
× 10 см3; стальная плита 8 × 0,5 × 14 см3.
Численное моделирование в этом случае сво-
дится к решению уравнения теплопереноса в слож-
ной геометрической области теплового узла с учетом 
его компонент с разными теплофизическими свой-
ствами и в сопряжении с расчетом процессов радиа-
ционного теплообмена и кристаллизации.
Уравнения теплопереноса имеет вид
 
 (1)
Здесь индекс «i» указывает на соответствую-
щую компоненту теплового узла (см. рис. 3 и пара-
метры для расчета в таблице).
При этом предполагается, что кристаллизация 
расплава происходит в интервале между температу-
рами ликвидуса Tl и солидуса Ts. Наличие интервала 
∆Т = Tl − Ts означает то, что ФК представляет собой 
двухфазную зону, состоящую из кристаллической 
фазы и расплава. Это учитывается введением в 
уравнение теплопроводности (1) наряду с объемным 
источником тепла в резистивном нагревателе QН 
дополнительного источника тепла в кристаллизую-
щемся материале
Здесь L = 1,35 ⋅ 105 Дж/кг — скрытая теплота 
плавления; ϕ — объемная доля твердой фазы в эле-
менте двухфазной зоны, которая определяется ки-
нетикой роста кристаллов. Однако в данном случае 
переохлаждение расплава невелико и φ определя-
ется по равновесной диаграмме состояния расплава 
с учетом тождественного преобразования
 
 (2)
В практических расчетах используют:
 что позволяет ввести «эффективную» 
теплоемкость, с помощью которой реализуется схе-
ма «сквозного» счета в жидкой, двухфазной и твер-
дой частях материала по уравнению (1): 
 
  (3)
Граничные условия на твердых поверхностях 
ставятся следующим образом. Полагается, что на 
внешней поверхности корпуса теплового узла T =
= To, где To — температура контура водяного охлаж-
дения, обычно поддерживаемая при комнатной 
температуре 300 К. На общей поверхности сопри-
косновения двух материалов, в том числе с разными 
Рис. 3. Расчетная модель теплового узла:
1 — водоохлаждаемая стальная камера; 2 — нагрева-
тель; 3 — кассетный блок; 4 — массивная стальная плита
Fig. 3. Calculated heating unit model: (1) water−cooled steel 









Теплофизические параметры компонент 
теплового узла, включая расплавную (l) и 
кристаллическую (s) фазы теллурида висмута 
[16—18] [Thermophysical parameters of heating 





Вт/(м ⋅ К) 
Сp, 
Дж/(кг ⋅ К) ε
Сталь (1, 4) 8000 15,0 500 0,15
Графит (2, 3) 2000 73,4 1500 0,8
Кристалл (s) 7690 2,9 173 —
Расплав (l) 7850 6,3 179 —
Обозначения: ρ — плотность; λ — теплопроводность; 
Сp — теплоемкость; ε — коэффициент черноты; 
1—4 — номера компонент теплового узла на рис. 3.
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коэффициентами теплопроводности, выполняется 
условие баланса теплового потока.
Внутренние открытые поверхности элементов 
теплового узла включаются в радиационные кю-
веты, для которых выполняется условие теплового 
баланса в виде
где предполагаются два механизма теплообмена на 
поверхности k, имеющей температуру Tk и принад-
лежащей материалу с теплопроводностью λk:
− конвективная теплопередача с коэффициен-
том поверхностного теплообмена α из внешней сре-
ды, имеющей температуру To;
− радиационный теплообмен этой поверхности 
k с «видимыми» окружающими поверхностями ра-
диационной кюветы. 
Здесь εk — коэффициент черноты поверхности 
k; σ — постоянная Стефана—Больцмана; Te,k — эф-
фективная радиационная температура среды для 
этой поверхности.
Результаты расчетов позволили выявить осо-
бенности тепловых процессов, в частности устано-
вить роль конструктивных факторов (взаимного 
расположения и размеров компонентов теплового 
узла). 
Рассмотрим особенности теплового поля в на-
чале и конце процесса выращивания. 
Рис. 4. Тепловое поле в блоке кассет: 
а — схема кристаллизационной кассеты (1 — область 
кристаллизуемого материала; 2 — место затравочного 
кристалла; 3 — отверстия для заливки расплава; 4 — от-
верстия для крепления кассет); 
б — изотермы в блоке из 7 кассет в начале кристаллиза-
ционного процесса
Fig. 4. Thermal field in cassette unit: 
(a) crystallization cassette schematic ((1) crystallizing 
material zone, (2) seed zone, (3) melt pouring hole and 
(4) cassette mounting holes); (б) isothermal curves for 
7−cassette unit at crystallization beginning
Рис. 5. Изотермы в тепловом узле и кассетном блоке при 
мощности нагревателя 9 (а) и 7 (б) кВт. 
Температура ФК — 865 К
Fig. 5. Isothermal curves in heating unit and cassette unit for 
heater power of (а) 9 and (б) 7 W. 
Crystallization front temperature 865 K
Согласно схеме, приведенной на рис. 2, в началь-
ный момент исходный расплав полностью заполняет 
полости II, III, IV в условиях поддержания заданного 
вертикального градиента температуры при мини-
мальной температуре на дне и максимальной на 
верхней поверхности кассеты. Охлаждение кассет-
ного блока происходило путем снижения тепловой 
мощности нагревателя.
На рис. 4 приведено тепловое поле в блоке кас-
сет. Кассетный блок расположен таким образом, что 
тепловая радиация от нагревателя направлена на 
его боковую поверхность (y × z). Торцевые поверх-
ности (x × y) обращены к водоохлаждаемой стенке 
камеры. Поэтому центральная часть кассетного 
блока оказывается менее прогретой, что можно за-
метить по значительному искривлению (вверх) изо-
терм в центре. Можно также отметить, что такое 
расположение кассетного блока создает неодинако-
вые тепловые условия для кассет, расположенных в 
центре и по краям кассетного блока. На практике это 
подтверждается различным качеством пластин, вы-
ращенных в центральных и краевых кассетах [20]. 
Процесс начинается с заливки расплава во 
внутренний объем кассеты при температуре 900 К. 
Начальная температура на нагревателе достигает 
1300 К, что соответствует мощности нагревателя 
QН = 9 кВт. На рис. 5, а приведены картины изотерм 
в тепловом узле и кассетном блоке, анализ которых 
показал, что центральная часть кассеты более су-
щественно нагрета по сравнению с боковой и дон-
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ной поверхностями. Соприкосновение дна кассеты 
с массивной плитой, лежащей на водоохлаждаемом 
дне камеры, поддерживает ФК (865 К) практически 
плоским. Такое охлаждение кассеты не позволяет 
расплавить кристаллическую затравку в полости 
III (см. рис. 2).
В конце процесса температура нагревателя 
снижается до 1250 К, что соответствует уменьше-
нию мощности нагревателя до QН = 7 кВт. Изотерма 
865 К, соответствующая ФК, имеет W−образную 
форму с небольшой стрелой прогиба в кристалл 
(рис. 5, б). 
Моделирование тепловых процессов 
в отдельной кассете
Для отдельной кассеты, которая показана на 
рис. 2, также, как в расчетах для теплового узла, 
предполагается, что между кристаллом (твердой 
фракцией) и расплавом (жидкой фракцией) суще-
ствует промежуточная фракция — область кри-
сталлизации при значениях температуры T, боль-
ших температуры солидуса Ts = 863 К и меньших 
температуры ликвидуса Tl = 865 К. В уравнении 
теплопроводности (1) также учитывается выделе-
ние скрытой теплоты кристаллизации:  
где объемная доля твердой фазы в двухфазной зо-
не задается следующим линейным соотношением:
В расплаве уравнение теплопереноса записы-
вается с учетом тепловой конвекции в виде:
 
 (4)
Для определения вектора скорости V и давле-
ния p в расплаве висмута (Bi) решаются уравнения 
Навье—Стокса и неразрывности с учетом гравита-




 div V = 0 (6)
где g — вектор гравитации; βТ — коэффициент те-
плового расширения; µ — коэффициент динамиче-
ской вязкости расплава.
Совместно с уравнениями (5) и (6) решается 
уравнение для переноса теллура (Te): 
 
 (7)
где M = ρlC — концентрация Te в расплаве [кг/м3]; 
C — относительная масса Te на 1 кг расплава. Для 
расчета задаются следующие граничные условия 
для искомых распределений скорости и концентра-
ций: на верхней границе кассеты движение расплава 
отсутствует, но задается концентрация Te C = Ceo; на 
боковых поверхностях кассеты движение расплава 
отсутствует и задается нулевой поток Te; на ФК дви-
жение расплава отсутствует и перенос Te учитыва-
ется следующим соотношением баланса масс:
 
 (8)
где R — скорость ФК по нормали n к фронту кри-
сталлизации. Параметры для расчета массобмена в 




расплава Bi, µ, кг/(м ⋅ с) .................................................................1,2 ⋅ 10−3
Теплоемкость кристалла Bi, Csp, Дж/(кг ⋅ К) .................. 127
Теплоемкость расплава Bi, Clp, Дж/(кг ⋅ К) .......................141
Теплопроводность расплава Bi, λl, Вт/(м ⋅ К) ...................13
Теплопроводность 
кристалла Bi2Te3, λs, Вт/(м ⋅ К) .....................................................2,9
Коэффициент теплового расширения 
расплава Bi, βТ, К−1 ........................................................................... 2,8 ⋅ 10−4
Коэффициент диффузии Te 
в расплаве Bi, D, м2/с .....................................................................5,4 ⋅ 10−10
Плотность расплава Bi, ρl, кг/м3 ..............................................10270
Плотность кристалла Bi2Te3, ρs, кг/м3 .................................7690
Равновесная концентрация Te на ФК, Ce ...........................0,5
Начальная концентрация Te в расплаве Bi, Ceo ...........0,7
Вопросы увеличения скорости кристаллизации 
расплава в кассете являются актуальными, так как 
это повышает производительность ростового про-
цесса. Однако на практике попытки значительного 
ускорения процесса сопровождаются нарушением 
теплового баланса в ростовой кассете, что приво-
дит к существенному искривлению ФК и дендрит-
ному росту. В идеальном случае при охлаждении 
кассеты всегда должен сохраняться устойчивый 
вертикальный температурный градиент с посте-
пенным его уменьшением. Это необходимо для от-
сутствия интенсивной конвекции в расплаве, что 
обеспечивает поддержание плоского или близкого 
к нему ФК. 
Конвективная модель была реализована в дву-
мерном случае. Граничные условия задавались из 
трехмерной радиационно−кондуктивной модели. 
Применительно к условиям нагрева кассетного 
блока (см. рис. 4) были рассчитаны тепловые поля в 
отдельной кассете в начале и конце процесса кри-
сталлизации (рис. 6). На рис. 6, а можно заметить 
существенную выпуклость ФК в сторону расплава, 
которая в течение процесса значительно сглажи-
вается (рис. 6, б). Устойчивый вертикальный тем-
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пературный градиент сохранялся на всех стадиях 
процесса кристаллизации (см. на рис. 2, профили 
температуры 1—2). Таким образом, в условиях 
устойчивого вертикального градиента температуры 
и отсутствия конструктивной и тепловой асимме-
трии в течение всего ростового процесса конвекция 
расплава практически подавлена, и распределение 
изотерм соответствует кондуктивному теплообмену 
в расплаве.
Однако ситуация кардинально изменяется при 
наличии тепловой асимметрии, вызванной значи-
тельно неоднородным охлаждением массивной пла-
стины, на которой закреплена кассета. Проведенное 
математическое моделирование позволило выявить 
особенности такой тепловой ситуации. В случае 
подобного охлаждения форма вихрей становится 
неодинаковой, наиболее значительный вихрь обте-
кает ФК с достаточно большой скоростью ~0,034 см/с 
(рис. 7, а), что ведет к искривлению ФК (см. рис. 7, б, 
изотерма T = 865 К).
Другой фактор, вызывающий конвективное 
движение в расплаве, связан с неоднородным по вер-
тикали нагревом кассеты. При медленном охлаж-
дении, соответствующем скорости перемещения 
ФК R = 0,15 мм/мин, возникают симметричные 
вихревые структуры, и реализуется слабый кон-
вективный режим (рис. 8, а), обеспечивающий слегка 
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Рис. 6. Расчетные тепловые поля в начале (а) и конце (б) про-
цесса кристаллизации в условиях вертикально устойчи-
вой температурной стратификации, обеспечивающей 
кондуктивный механизм теплообмена
Fig. 6. Calculated thermal fields (a) in the beginning and (б) at 
the end of crystallization for stable vertical temperature 
stratification providing for conduction heat exchange 
mechanism
Рис. 7. Вихревые структуры (а) и изотермы (б) в начале кри-
сталлизации в условиях неустойчивой температурной 
стратификации, вызывающей конвекцию при неодно-
родном охлаждении дна кассеты
Fig. 7. (a) Vortex structures and (б) isothermal curves in the 
beginning of crystallization for unstable temperature 
stratification leading to convection during inhomogeneous 
cassette bottom cooling
Рис. 8. Вихревые структуры (а) и изотермы (б) в условиях 
неустойчивой вертикальной температурной стратифика-
ция, вызывающей симметричные и слабые конвективные 
движения расплава при медленном охлаждении кассеты 
со скоростью V = 0,15 мм/мин
Fig. 8. (a) Vortex structures and (б) isothermal curves in the 
beginning of crystallization for unstable temperature 
stratification leading to weak symmetrical convection in melt 
during slow cassette cooling at V = 0.15 mm/min
Рис. 9. Вихревые структуры (а) и изотермы (б) в условиях 
неустойчивой вертикальной температурной стратифика-
ция, вызывающей интенсивные асимметричные вихре-
вые течения расплава при быстром охлаждении кассеты 
со скоростью V = 1,2 мм/мин
Fig. 9. (a) Vortex structures and (б) isothermal curves in the 
beginning of crystallization for unstable temperature 
stratification leading to intense asymmetrical vortices in melt 
during rapid cassette cooling at V = 1.2 mm/min
Однако в технологических условиях делают-
ся попытки быстрого охлаждения кассеты за счет 
резкого снижения тепловой мощности нагревателя. 
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На практике это фиксируется в существенном ис-
кривлении ФК и возникновении дендритного роста. 
Расчеты показали, что это связано с появлением 
неустойчивого вертикального температурного гра-
диента, который приводит к возникновению асимме-
тричных вихревых движений. При быстром охлаж-
дении (R = 1,2 мм/мин) небольшая конструктивная 
неоднородность в кассете вызывает асимметрию 
вихрей и изотерм (рис. 9). Вихревая асимметрия 
вызвана малыми конструктивными отличиями 
кассеты справа и слева. Возникающая интенсивная 
конвекция значительно изменяет тепловое поле как 
в объеме расплава, так и вблизи ФК. 
При R = 6 мм/мин влияние конвекции в рас-
плаве делает существенно неоднородным объемное 
распределение Te и значительно большим его поток 
в кристалл (рис. 10). При температуре T = 865 К за-
метно существенное понижение концентрации Te, 
что нарушает требуемый состав раствора−расплава 
для кристаллизации соединения Bi2Te3, согласно 
диаграмме состояния [19]. 
Для сравнения на рис. 11, а показаны радиаль-
ные распределения Te на ФК, из которых следует, 
что только при небольших скоростях кристалли-
зации R = 0,3 мм/мин наблюдается радиально−
однородное распределение Te. Напротив, при боль-
ших на порядок значениях R радиальные измене-
ния его концентрации становятся существенными. 
Количественный рост относительной величины 
радиальной неоднородности концентрации Te при 
повышении R показан на рис. 11, б. Таким образом, в 
результате конвекции возникает значительная ра-
диальная неоднородность в распределении теллура. 
Нарушение состава раствора−расплава вблизи ФК 
может являться одной из причин неустойчивости 
формирования кристаллической фазы теллурида 
висмута.
Заключение
Получили развитие математические модели 
для модификации метода Бриджмена в виде про-
цесса кассетной кристаллизации.
Применение модели кондуктивно−радиа цион-
ного теплообмена для всей конструкции теплового 
узла позволило провести параметрические расчеты, 
на основе которых проанализировано влияние всех 
компонентов его конструкции, их расположения 
и температуры на условия теплообмена на гра-
ницах кассетного блока. На основе кондуктивно−
Рис. 11. Распределения концентрации Te: 
а — радиальные профили C/Ceo вдоль ФК при различных 
скоростях кристаллизации (R1 = 0,3, R2 = 3, R3 = 6 мм/
мин); б — максимальная радиальная неоднородность 
∆C/Cmax на ФК в зависимости от скорости кристаллиза-
ции R
Fig. 11. Te concentration profiling: (a) radial C/Ce profiles along 
crystallization front for different crystallization rates 
(R1 = 0.3, R2 = 3 and R3 = 6 mm/min); (б) maximum radial 
∆C/Cmax inhomogeneity at crystallization front as a function 








Рис. 10. Изолинии концентрации Te C/Ceo в объеме кассеты 
при устойчивой температурной стратификации, но при 
высокой скорости кристаллизации R3 = 6 мм/мин
Fig. 10. C/Ceo Te concentration isocontours in cassette volume 
for stable temperature stratification and high crystallization 
rate R3 = 6 mm/min
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конвективной модели в ростовой кассете определено, 
что асимметрия конструкции и граничных тепло-
вых условий, а также неустойчивый вертикальный 
градиент температуры приводят к возникновению 
конвективных вихрей и существенному отклонению 
формы ФК от плоской.
Расчеты по модели конвективного массообмена 
показали, что повышение на порядок скорости кри-
сталлизации расплава значительно увеличивает 
поток теллура в кристалл, тем самым существенно 
изменяя состав расплава вблизи ФК и, таким об-
разом, являясь потенциальной причиной начала 
дендритного роста.
Достоверность результатов расчетов проверена 
на ряде тестов, в которых анализировалось влияние 
тепломассопереноса на форму ФК при скоростях 
охлаждения кассеты, соответствующих данным 
процессов по выращиванию поликристаллов тел-
лурида висмута.
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Mathematical modeling the thermal processes 
during cassette crystallization of chalcogenides
A. I. Prostomolotov1,§, N. A. Verezub1
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Abstract. An original modification of the directed crystallization method is considered as a multi−cassette process, which 
has comparative simplicity and high productivity. The basis of this research was domestic patents and technological re-
search carried out at the National University of Science and Technology MISIS. As a result, mathematical models of the 
multi−cassette method were developed that allow both a three−dimensional radiative — conductive analysis of thermal 
processes in the entire volume of the hot zone and a two−dimensional analysis of convective — conductive heat transfer 
in a separate cassette. The parametric calculations carried out on their basis were aimed to the identifying an influence of 
locations and sizes of the hot zone components to a thermal field in the cassette unit; the establishing an influence of vertical 
heat supply equability to the cassette unit and an influence of heating power decrease during the plate crystallization, as 
well as to the determining an influence of small cassette design distortions and violation of cooling uniformity in its bottom 
part on the occurrence of convection and asymmetrical thermal field. By means of the conductive−radiative heat transfer 
model for the entire hot zone there were carried out parametric calculations and it was analyzed an influence of hot zone 
components (their locations and temperatures) on the heat exchange conditions at the cassette unit boundaries. By means 
of the conductive−convective model for a cassette it was determined that the boundary thermal conditions asymmetry, as 
well as an unstable vertical temperature gradient, result in the convective vortices and a significant deviation of the crystal-
lization front from a flat shape. The calculations with using the convective mass transfer model showed that an increase of the 
crystallization rate by an order significantly increases a tellurium flux into the crystal, thereby substantially changing a melt 
composition near crystallization front and, thus, being a potential cause of dendritic growth. The reliability of the calculation 
results was checked on a number of tests, in which the influence of heat and mass transfer on the crystallization front shape 
was analyzed at cassette cooling rates corresponding to the growth processes of bismuth telluride polycrystals.
Keywords: thermoelectrics, chalcogenides, directed crystallization, cassette method, mathematical modeling, melt, heat 
transfer, thermal radiation, convection
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